
誤差論ノート

1 序

物理学実験の最初は誤差の話である。この話の要点は、測定値と真の値との隔たりをどのように見積もる

かということであるが、問題となる点は下記のようなものである。

(1)測定値から分散を推定するときその分母が nではなくて、n − 1となること
(2)誤差が分散の 1/

√
n倍となること

以下では、n回測定の平均値の分散が 1/
√

n倍となることの直感的な説明を中心にして講義を構成してみ

た。以下では放射線測定を例にして述べる。
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図 1: ベータ線の観測

図 1は Srから放射されるβ線を GMカウンターで計測したものである。10 秒間の測定を 1万回繰り返
した。これを区間 2のヒストグラムとしてグラフ化し、平均して 950個程度の値が得られている。本来確率
的な現象であるから、この測定に真の値は存在しないし、正規分布ではなくポアソン分布と考えるのが適

当であるが、以下では真の値が存在し正規分布をなしていると見なす。平均値 948.2を真の値 aとし偏差 σ

は 30.8である。σは測定値の広がりを表す値で、xi をそれぞれの測定値として下記の式で与えられる。

σ =

√∑n
i=1(xi − a)2

n

真の値を中心として a−σから a + σの区間を考えるとき、この範囲内に約 70%の測定値が含まれる（図
2）。また σ2を分散と呼ぶ。これから述べる話の背景にはこのような測定があるが一端この背景を忘れて紙

上で実験を行ってみる。
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図 2: 正規分布
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2 測定の平均値と真の値

最終ページに 1000回分の測定結果をあげる（図 8）。この中から 9回分の測定抜き出して、下記のような
結果を得る。

941, 943, 951, 970, 915, 865, 937, 1025, 912

これを実験によって得られた値としよう。どの測定も同じ条件で行われているから、平均値をとることに

は意義がある。平均値は x̄ = 939.9であるが、この値と真の値との隔たりはどの程度であろうか（これが測
定の誤差）。測定値の偏差が分かっているなら推定は簡単である。少なくとも平均値であるのだから真の値

から分布の幅（偏差）以上に離れているとは考えにくい。平均値が分布の山の右端付近にある場合と左端付

近にある場合を考えて、分布のピークの値は x̄ − σ から x̄ + σ の範囲にあるだろう（図 3）。大まかに言っ
て、誤差の範囲として偏差程度の大きさを考えれば良いと考えられるが、ただ 9個の測定値からは“真の
偏差”は知りようがない。
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図 3: 平均値と真の値

ここで、偏差の代わりに“平均値からの偏差”と呼ぶべき値を計算してみる。これは真の値との差ではな

く、平均値からの差を元にして下記の式で考える。√∑n
i=1(xi − x̄)2

n

9個の測定値を用いて、この値を求めると 40.6となり、“真の偏差”30.8と同程度の値を得る。これによ
ると、偏差の見積もりとして平均値からの偏差を用いても良いと思われる。

この計算を具体的に見てみよう。煩雑なので測定回数を 3回として、x1, x2, x3 を用いる。分散（σ2）を

計算すると、

σ2 =
(x1 − a)2 + (x2 − a)2 + (x3 − a)2

3
上式を、平均値を用いて書きかえ、また x̄ − a = bとして

σ2 =
1
3

{
(x1 − x̄ + x̄ − a)2 + · · ·}

=
1
3

{
(x1 − x̄)2 + 2(x1 − x̄)b + b2 + · · ·}

=
1
3

{
(x1 − x̄)2 + · · ·} +

2b

3
{x1 − x̄ + · · ·} + b2

=
1
3

{
(x1 − x̄)2 + · · ·} + b2

分散 = 平均値からの分散+ b2　　　.....　式１　

先の計算によると、分散と“平均値からの分散”は同程度の値であった。これを式 1と考えあわせると、
bの大きさは σと比較して小さいことが分かる。つまり平均値と真の値との隔たりは σに比較して小さく、

図 3 における誤差の見積もりは大きすぎる。以下では真の値と平均値が、本来はどの程度離れるのか、bの

大きさを見積もってみる。
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3 平均値の分散

測定値が正規分布に従うなら、理論的には n回測定の平均値の分散は 1/
√

n倍になる（図 4）。この証明
には統計の知識と重積分が必要であるが、ここでは“幾何学的”な説明を試みる。問題を単純化して“なぜ

２回測定すると平均値のバラツキが 1/
√

2倍になるのか”を考えてみる。

図 4: 平均値の分布

2回の測定値の組を測定結果の表から選びだし、それぞれを x, y 座標としてプロットすると図 5のよう
なグラフが得られる。この測定点の組の分布は σ の 2,3倍程度の半径をもつ円の領域内に入るだろう。つ
まり、σが分布範囲のスケールを与える。以下では分布が半径 σの円内にあると考える。座標 (a, a)が分布
の中心であるが、原点をずらして (a, a)を原点とする。この場合、x, y座標値は測定値と真の値との差（誤

差）を表す。
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図 5: 二つの測定を組み合わせた分布図

ここで、二つの測定値の和 x + y = P を考えてみる。(x, y)が図 6に示される円内の点であるとき、P の

範囲は下記の連立方程式が解を持つ範囲となる。

σ

−σ x + y = P

O
x

y

図 6: 平均値の範囲
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{
x + y = P

x2 + y2 = σ2

これを解いて P の範囲は

−
√

2σ ≤ P ≤
√

2σ

よって平均値の分布は

− σ√
2
≤ x + y

2
≤ σ√

2

結局、2回測定の平均値の偏差は σ/
√

2になることが分かる。n 回測定の場合は幾何学的に σ/
√

nと予想

される。bの大きさとしてはこの程度が期待されるので、これを先の式 1に代入する（但し、今回は n回測

定として）。

分散 = 平均値からの分散+ b2

σ2 =
∑

(xi − x̄)2

n
+

σ2

n(
1 − 1

n

)
σ2 =

∑
(xi − x̄)2

n

σ2 =
∑

(xi − x̄)2

n − 1

このようにして、“真の分散”が得られた。この結果から bの大きさ、すなわち誤差は下記の式で表される。

σ√
n

=

√∑
(xi − x̄)2

n(n − 1)

よって“真の値”は、平均値から、

x̄ ±
√∑

(xi − x̄)2

n(n − 1)

上記の範囲の中に 70% の確率で存在する”と結論できる。
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4 間接測定の誤差

実験テーマのひとつであるボルダの振り子において、重力加速度 g [cm/s2]は下記の式で表される。ここ
で、T は振り子の周期、lは振り子の長さ、rは金属球の半径、θは振り子の振れ角である。

g =
4π2

T 2

{
l + r +

2
5

r2

l + r

} (
1 +

θ0
2

8

)

この測定の場合、直接 g を測るのではなく他の測定値から計算によって求めることになる。以降、この

ような間接測定の誤差に関して考えてみよう。

最初は、A, B 二つの測定値と下記のような式で関係している Z の誤差について考える。

Z = 2A + 3B

A, B, Z の真の値を A0, B0, Z0とすると下記の式が成り立つ。

Z0 = 2A0 + 3B0

A, Bの測定誤差を∆A, ∆B とすると Z の誤差∆Z は、

Z0 + ∆Z = 2(A0 + ∆A) + 3(B0 + ∆B)

∆Z = 2∆A + 3∆B

このように測定値A, Bのバラツキは Zに対して、元々の式の係数に応じて寄与することになる。A, Bは

それぞれ分散 σA, σB の範囲で変動する。このような場合に∆Z の変化の範囲を定めることが目標である。

2σA

x + y = P

O
x

y

3σB

図 7: 2変数の存在領域

2∆Aを x座標、3∆B を y 座標としてグラフにすると、この値の組は図 7のような楕円内に分布する。
x + y = P と定めると、P の範囲が Z の誤差の範囲である。(x, y)が楕円内にあるとき、P の範囲は下記

の連立方程式が実数解をもつ範囲となる。


x + y = P(
x

2σA

)2

+
(

y

3σB

)2

= 1

この連立方程式の判別式は下記となる。

判別式 = −P 2 + 4σA
2 + 9σB

2

これにより、P の範囲、すなわち誤差∆Z の範囲は
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−
√

(2σA)2 + (3σB)2 ≤ ∆Z ≤
√

(2σA)2 + (3σB)2

この範囲を Z の偏差と考えて良い。

以上、極めて簡単な例であったが、基本的なことは考え尽くされている。Z が Z = f(A, B)のような、
より一般的な式で表される場合、∆Z は下記のようにあらわされる。

∆Z =
∂f

∂A
∆A +

∂f

∂B
∆B

この場合 Z の偏差は下記の式で表される。

σZ =

√(
∂f

∂A

)2

σA
2 +

(
∂f

∂B

)2

σB
2

上記の結果から、重力加速度 gの場合は下記の式となる。

σg =

√(
∂g

∂T

)2

σT
2 +

(
∂g

∂l

)2

σl
2 +

(
∂g

∂r

)2

σr
2 +

(
∂g

∂θ0

)2

σθ0
2

以上が、間接測定における誤差の伝播の要旨である。
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 911 941 965 961 952 881 913 957 956 965

10 960 943 908 972 986 933 1006 914 970 922
20 1015 951 974 887 945 965 969 977 963 931
30 967 970 949 891 934 944 940 908 970 972
40 887 915 925 951 944 941 947 974 934 914
50 954 865 986 955 968 936 919 999 940 1024
60 954 937 882 944 970 981 955 970 919 916
70 967 1025 936 943 905 977 925 911 991 890
80 941 912 918 915 958 946 960 978 954 923
90 978 944 968 974 1010 957 921 940 932 925

100 910 944 1026 946 961 991 980 980 919 939
110 927 939 944 969 909 963 976 920 973 905
120 940 989 955 938 936 939 930 974 977 946
130 953 910 938 938 928 993 940 915 970 885
140 956 941 909 942 965 987 929 921 951 964
150 952 916 937 936 899 928 916 936 951 1014
160 930 1000 935 927 937 948 944 951 983 948
170 940 951 967 919 897 937 919 949 980 1033
180 1012 918 907 962 946 958 974 971 872 988
190 961 958 908 957 904 978 971 969 966 935
200 984 971 953 959 917 876 948 895 965 914
210 938 985 924 957 987 971 916 908 969 925
220 978 995 968 996 918 930 969 926 952 1009
230 885 953 949 978 998 990 971 964 1010 860
240 977 986 925 1007 974 976 937 973 968 917
250 988 948 957 906 909 992 933 926 898 951
260 954 908 960 953 945 954 948 942 942 954
270 983 979 947 919 955 959 944 930 977 967
280 917 937 974 948 944 988 972 898 963 934
290 933 920 931 917 933 971 964 941 981 929
300 933 971 948 955 992 941 963 1001 1006 945
310 908 931 1006 865 978 971 947 885 991 890
320 891 884 1005 963 895 937 935 960 1021 917
330 974 959 953 966 971 1001 950 942 937 946
340 898 969 986 934 933 943 945 994 943 928
350 949 948 979 933 969 892 933 896 945 931
360 986 904 993 966 960 1044 947 944 913 900
370 971 938 944 933 984 923 958 949 992 951
380 951 985 923 941 959 893 912 936 965 934
390 949 910 944 981 968 1015 944 958 979 936
400 976 974 955 1010 983 953 970 959 897 973
410 935 992 968 950 870 967 998 968 927 986
420 936 928 945 935 948 1024 952 951 908 931
430 946 952 1017 876 992 964 952 936 994 1009
440 952 965 924 939 970 971 922 876 982 934
450 934 979 941 939 988 995 956 929 941 951
460 955 944 964 974 940 980 963 924 956 942
470 996 900 961 961 940 908 874 951 967 953
480 928 935 899 909 939 934 935 915 908 920
490 927 919 983 945 984 952 955 959 914 952
500 910 989 916 952 882 927 954 919 912 935
510 972 935 978 964 952 931 969 946 895 955
520 921 973 961 932 955 894 959 928 990 953
530 965 967 963 908 981 917 937 944 911 1016
540 998 964 899 957 900 947 947 941 941 928
550 907 951 947 970 984 944 998 958 969 889
560 986 941 950 1038 927 910 959 927 926 934
570 965 957 942 957 946 969 924 970 966 966
580 927 968 917 901 962 919 912 1009 923 934
590 975 961 953 899 969 926 913 1027 948 968
600 899 892 909 994 1013 970 906 944 975 959
610 981 974 991 907 915 943 962 924 968 942
620 934 938 930 984 876 920 916 891 974 984
630 1028 897 916 952 916 954 954 979 920 948
640 954 929 946 965 946 926 989 956 1007 1012
650 971 915 971 969 980 1022 905 941 902 1008
660 940 965 910 937 1000 944 991 883 966 1005
670 942 911 971 994 978 930 918 973 954 1007
680 937 987 902 956 962 931 933 929 897 908
690 943 930 960 939 989 923 910 971 971 936
700 970 970 948 957 866 961 991 904 938 954
710 965 1013 1001 895 951 962 964 978 974 940
720 932 989 930 921 936 948 910 964 936 920
730 947 971 908 929 936 941 1006 992 889 911
740 946 965 987 985 1005 953 969 1029 975 948
750 949 924 921 947 969 967 961 941 1003 954
760 994 979 954 972 924 957 859 901 952 936
770 980 963 925 959 903 942 946 1001 933 983
780 964 959 895 979 946 997 1000 958 933 1002
790 962 970 987 918 983 913 970 930 978 907
800 935 970 1004 928 931 954 960 901 919 953
810 931 915 1021 939 987 938 936 975 949 946
820 952 947 930 958 997 946 998 949 911 956
830 973 925 881 964 925 890 1002 995 940 948
840 938 913 928 966 952 909 946 918 992 960
850 923 952 913 969 975 957 965 870 923 916
860 946 933 944 922 914 927 894 924 926 912
870 923 910 976 929 976 974 942 972 995 918
880 925 927 934 1007 987 932 973 956 951 965
890 974 900 863 972 953 937 930 916 952 945
900 987 937 950 969 959 941 962 964 911 946
910 927 942 957 997 971 932 945 950 987 978
920 921 980 987 980 952 926 958 997 973 952
930 953 904 915 956 978 953 967 927 900 925
940 931 997 897 931 1001 967 956 931 969 955
950 866 962 925 929 973 958 942 964 950 963
960 935 944 934 951 927 958 934 920 903 955
970 1006 928 902 950 964 898 953 935 955 936
980 932 995 942 860 941 1005 964 954 975 949
990 984 959 974 946 923 960 966 945 920 948  

図 8: β線の測定：1000回分
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